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Lekcije iz Matematike 1.

13. Linearna aproksimacija
funkcije, kvadratna aproksimacija.
Taylorov red.

I. Naslov i objasnjenje naslova

U lekciji se razmatra primjena derivacije za priblizno rac¢unanje vrijednosti
funkcija (linearna aproksimacija, kvadratna aproksimacija itd.), te razvoj u
beskonacni (Taylorov) red vaznih elementarnih funkcija.

II. Pripadni inZenjerski odnosno matematicki problem

Problem racunanja star je viSe tisué¢a godina. Usporedno s razvojem teoret-
skih osnova racunanja ide tehnologki razvoj pomagala za ra¢unanje (danas su
to kalkulatori i kompjutori).

Izvodjenje osnovnih ra¢unskih operacija relativno je jednostavno (iako i tu ima
poteskoca), medjutim korjenovanje, a naroc¢ito logaritmiranje, ra¢unanje vri-
jednosti eksponencijalnih i trigonometrijskih funkcija uglavnom su neizvedivi
(ukoliko Zelimo dobiti to¢ne rezultate). Zato se pribjegava pribliznom racu-
nanju.

Teoretski temelj pribliznog ra¢unanja vrijednosti funkcija (aproksimacija) jesu
derivacije, uz pomo¢ kojih se funkcija (na primjer sinus) priblizno moze pre-
dociti u obliku polinoma (linearne funkcije, kvadratne funkcije itd.), pa se, um-
jesto rac¢unanja vrijednosti (sinus) funkcije, ra¢una vrijednost tog polinoma (3to
je u pravilu moguce).

III. Potrebno predznanje

Potrebno je poznavati pojam i geometrijsko znacenje derivacije, osnovne el-
ementarne funkcije te njihove derivacije.
Za kvadratnu aproksimaciju i za aproksimacije viSeg reda potreban je pojam
derivacije drugog reda i viseg reda.

Druga derivacija f” funkcije f, je, prema definiciji, derivacija prve derivacije,
dakle
= ()
Treca derivacija je derivacija druge derivacije itd:
f‘/// — (f//)/
fIV = (f///)/ itd.



n-ta derivacija pise se kao f().
Na primjer, ako je f(z) := sinz, onda je:

f(x) =cosz, f"(z) = —sinx, f"(z) = —cosx, f1V(x) = sinz itd.
IV. Nove definicije i tvrdnje s primjerima
Linearna aproksimacija

1. Analiti¢ki pristup. Iz formule za derivaciju:

o) o= Jim HEEED =)

vidi se da je
(@) ~ f(xo + AAIi — f(zo)

(izbacili smo limes, ali smo umjesto znaka jednakosti stavili znak priblizne jed-
nakosti; tu pretpostavljamo da je Ax relativno malen - blizu nule; lijeva je

strana to blize desnoj $to je Ax manje),
Sto se moze zapisati i ovako:

f(xo 4+ Az) = f(xo) + f'(x0) - Az

To je formula za linearnu aproksimaciju funkcije f oko xzg.
Dio f'(xo) - Az je pribliZni prirast funkcije f kad se argument mijenja od xg
do zg + Ax.

Alternativni zapis formule za linearnu aproksimaciju

f(@) = f(zo) + f'(x0) - (2 — o)

(lijevo je neka bilo koja elementarna funkcija, a desno linearna)

Tu formulu dobijemo tako da u originalnu stavimo x umjesto xg + Ax,
odnosno, dosljedno tome, x —xg umjesto Az. Krace: x = 2o+ Az, Az = x—xy.
Uocite (sl.1.), ako se Az mijenja oko nule (na primjer ako je —e < Az < ¢),
onda se z, tj. Tg + Az mijenja oko xg, preciznije: o — € < x < xg + €.
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VazZnost formule za linearnu aproksimaciju
Iz formule vidimo sljedece:
Ako znademo f(xo) i f/(xo) onda ¢emo, mijenjajuéi Az oko nule, moéi priblizno
odrediti vrijednosti funkcije f oko xg. Razlika izmedju stvarne vrijednosti (koju
u pravilu ne znamo) i priblizne vrijednosti dobivene linearnom aproksimacijom
(koju znamo), zove se pogrjeska linearne aproksimacije. Krace:
Pogrjeska=Stvarna vrijednost - Priblizna vrijednost
To ilustriramo na primjeru.

Primjer 1. Ne koristec¢i kalkulator (ili neko drugo pomagalo) pribliZzno

izracunajmo /98, v/99,1/100, /101, /102.

Tu je f(z) := Vz, f'(z) = ﬁ, pa vidimo da je dobro uzeti zo := 100, jer
je
£(100) = /100 = 10 i

f/(100) = wlﬁ =0.05

Da priblizno odredimo /101 treba u formulu za linearnu aproksimaciju uvrstiti
Ax =1:

v101 ~ 10+ 0.05-1 = 10.05

Mijenjajuéi Az (da bude redom —2,—1,0,1,2 dobijemo sljede¢u tablicu (u 2.
redku su odgovarajuce vrijednosti dobivene kalkulatorom, zaokruzene na 6 dec-
imala, u 3. su pribliZzne vrijednosti dobivene linearnom aproksimacijom, a u 4.
je pogrjeska aproksimacije tj. razlika podatka 2. i 3. redka - to je, u stvarnosti,
priblizna pogrjeska jer smo podatke 2. redka dobili zaokruZivanjem).
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Sluzimo se formulom:
v100 + Az =~ 10 4+ 0.05Ax

a mozemo i formulom

VT ~ 10 + 0.05(z — 100)

u kojoj redom stavljamo x = 98,99,100, 101,102 (jasno je da smo mogli desnu
stranu srediti i dobiti /z ~ 0.05x + 5)




Uoc¢imo sljedece:
(i) Za manji Az (po apsolutnoj vrijednosti), aproksimacija je bolja, a za Az =0
dobijemo to¢nu vrijednost, $to vrijedi opcéenito.
(ii) Vrijednosti dobivene linearnom aproksimacijom (u ovom primjeru) veée su
od stvarnih.
(iii) Za pozitivhe Az aproksimacija je bolja od odgovarajué¢ih negativnih (u
ovom primjeru).
Pokugajte objasniti te ¢injenice.

2. Geometrijski pristup - geometrijska interpretacija formule za
linearnu aproksimaciju (sl.2)
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Al 2.

Geometrijski, linearna se aproksimacija temelji na intuitivno jasnu nacelu
da se od svih pravaca koji prolaze tockom (zg, f(xo)), grafu funkcije f najbolje
"priljubljuje" tangenta u toj toc¢ki na graf.

Primjer 2. Geometrijski predo¢imo i objasnimo Primjer 1.

Na sl.3. vidimo da je tangenta na graf funkcije f(z) := /z u tocki grafa
(100, 10) iznad grafa. Pri linearnoj aproksimaciji o¢itavamo vrijednosti ordinata
na tangenti (8to su priblizne vrijednosti) , a ne na grafu funkcije (5to su stvarne
vrijednosti). Sad mozemo pojasniti (i), (ii) i (iii) iz Primjera 1.




(i) Za manje Az (po apsolutnoj vrijednosti) aproksimacije su bolje jer su
pogrjeske aproksimacije manje (tangenta je blize grafu).
(ii) priblizne su vrijednosti veé¢e od stvarnih jer je tangenta iznad grafa (tj. jer
je f konkavna funkcija).
(iii) Pogrjeske aproksimacije manje su za pozitivne Ax jer je f oko o = 10 ima
usporeni rast (tj. rastuca je i konkavna).
Opcéenita veza izmedju pogrjeske linearne aproksimacije s jedne strane i rasta,
pada, konveksnosti i konkavnosti, s druge strane, predoc¢ena je na sl.4.
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Kvadratna aproksimacija.

Kod linearne aproksimacije funkcije f oko xg imali smo sljedece:
1. funkciju f i realan broj zy oko kojega je f definirana.
2. linearnu funkciju g(z) := f(zo) + f'(x0)(x — o)
Funkciju f oko z¢ aproksimirali smo linearnom funkcijom g, tj.
f(z) = f(xo) + f'(x0)(x — 20). Uolimo ovo:
(0) g(wo) = f(=o) i
(1) g'(wo) = f'(x0)
tj. f i g imaju jednake vrijednosti u xg i jednake vrijednosti derivacija u xg.
Naime,
g(wo) = f(wo) + f'(z0)(z0 — z0) = f(w0) + 0= f(x0) i

g (x): =0+ f'(x9) - 1= f'(x0) za sve x, paiza z = xg.

Uocavamo da je "razumno" definirati kvadratnu aproksimaciju funkcije
f oko xy kao kvadratnu funkciju h koja u xg ima jednake vrijednosti i jednake
1. derivacije i jednake 2. derivacije kao i f, tj. za koju vrijedi:
(0) h(zo) = f(x0) i
(1) W (o) = f'(xo) i
(2) (o) = 1" (x0)

Da bismo odredili h, u ovisnosti o f i xg, napi8§imo je po potencijama od
T — xg, tj.

h(z) := ¢+ b(x — z0) + a(z — x0)?

Treba odrediti koeficijente a, b, c.



Vidimo da je:

W(x) =b+2a(x —x0) i h'(z) = 2a. Zato je
h(zg) =cih'(xg) =bih"(x9) =2a
Uvrstavanjem u (0), (1), (2), dobijemo:
¢=f(z0) i b= f'(wo) i a= L)

Zato je h(x) = f(xo) + f'(wo)(x — x0) + @(UC — 0)?, tj.

- , f" (x0) 2
f(@) = f(zo) + f'(zo)(z — 20) + D) (z —20)
To je formula za kvadratnu aproksimaciju funkcije f u xg.
Vidimo da je linearni dio desne strane jednak onome kod linearne aproksimacije,
pa se ta formula moZe smatrati korekcijom linearne: dodan je kvadratni ¢lan

17
I (o) (;0) (x — m9)2.
Formulu moZzemo zapisati i pomoé¢u Az zamjenom x = zog + Ax i x —xg = Ax.

f'l/ (mo)

fxo + Az) = f(xo) + f'(w0) Az + T(A%)2
Geometriiska interpretaciia kvadratne anroksimaciie (sl.5).
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Primjer 3. Pomocu kvadratne aproksimacije priblizno izra¢unajmo

V98,199,100, /101, /102. Rezultate usporedimo s Primjerom 1. gdje smo
koristili linearnu aproksimaciju.
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Aproksimacije viSeg reda.

Analogno linearnoj aproksimaciji (aproksimacijama 1. i 2. reda) definiramo
kubnu aproksimaciju (aproksimaciju 3. reda) i, opcenito, aproksimaciju n-
tog reda.

Prisjetimo se faktorijela: n!=1-2-... - n,
posebno: 1! =1, 2! =2, 3! =6 i, prema dogovoru 0! =0

Kubna aproksimacija

1) % fa0) + ' (w)a — o) + L0 )2 4 D gy
ili, u drugom zapisu
Flo + A0) & fao) + 1 (wo) e + L0 (g2 4 L) (00
Aproksimacija n-tog reda.
" (n)
1) % o) + 7o)~ 20) + T g2 g LD e
ili, u drugom zapisu
" (n)
flxo + Az) =~ f(x0) + f'(x0)Ax + / é!wo) (Az)? + ...+ fT(!xO)(Ax)"

Primjer 4. - aproksimacija eksponencijalne funkcije oko nule.
(a) Odredimo aproksimacije do ¢etvrtog reda eksponencijalne funkcije oko nule.
(b) priblizno izratunajmo broj e.



Aproksimacija ¢e biti po potencijama od z (jer je z¢ = 0).
(a) Tuje f(z) :=e®izo =0, paje f(0) = e =11 f"(0) = 1 za sve n. Zato je:

(0) Nulta aproksimacija: e® ~ 1
(1) Linearna aproksimacija: e¢* ~ 1+

. . 2
(2) Kvadratna aproksimacija: e ~ 1+ + %3
3
3

(3) Aproksimacija 4. reda: e* =1+ z + % + &+ %

(3) Kubna aproksimacija: e” ~ 1+ z + Z—; +

(3) Aproksimacija n-tog reda:

z? 28 z"

(b) Iskoristit ¢emo (a) i ¢injenicu da je e = e! pa u formule za aproksimaciju
stavljamo x = 1. Napomenimo da je (kalkulator):

e~ 2.72

(zaokruZeno na 2 decimale).

(0) Nulta aproksimacija: e ~ 1 (loge)
(1) Linearna aproksimacija: e ~ 1+ 1 = 2 (bolje, ali i dalje lose)
(2) Kvadratna aproksimacija: e = 1+ 1+ % = 2.5 (jo§ bolje, ali i dalje lose)
(3) Kubna aproksimacija: ¢* ~1+1+ 3+ § = 3 = 2.666... (blizu, ali bi
moglo blize)
(3) Aproksimacija 4. reda: e* ~ 1+1+ % + % + i = % ~ 2.71 (zaokruzeno
na dvije decimale - to¢no na jednu decimalu)

Primjer 5. - aproksimacija sinusa i kosinusa oko nule.
(a) Odredimo aproksimacije do Getvrtog reda funkcije kosinus oko nule.
(a) Odredimo aproksimacije do Getvrtog reda funkcije sinus oko nule.

(a) Tu je f(x) := cosz, f'(z) = —sinz, f’(x) = —coszx, f"(x) = sinz,
fV(z) = cosz, pa je :
f(0) =cos0=1, f/(0) = —sin0 =10, f(0) = —cos0 = —1, f"(0) =sin0 = 0,
FIV(0) = cos0 = 1.
Zato je
(0) Nulta aproksimacija: cosz ~ 1
(1) Linearna aproksimacija: cosz ~ 1 (kao i linearna)
(2) Kvadratna aproksimacija: cosz ~ 1 — % (s1.6).
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(3) Kubna aproksimacija: (kao i kvadratna)
(4) Aproksimacija 4. reda: cosz ~ 1 — ”;—? + i—?

(b) Tu je f(z) := sinz, f'(z) = cosz, f’(z) = —sinz, f"(x) = —cosz,
fV(z) = sinx, pa je
f(0) =sin0=0, f'(0) =cos0=1, f’(z) = —sin0=0, f"(z) = —cos0 = —1,
fIV(0) =sin0 = 0. Zato je

(0) Nulta aproksimacija: sinz ~ 0
(1) Linearna aproksimacija: sinz ~ z
(2) Kvadratna aproksimacija: sin ~ z (kao i linearna)
(3) Kubna aproksimacija: sinz ~ x — é—? (sL.7).
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(4) Aproksimacija 4. reda: Isto kao i za kubnu.

Taylorov red - razvoj funkcije.

Sjetimo se aproksimacije n-tog reda (elementarne) funkcije f oko xg:

f" (o) J (o)

2! n!

f(z) = f(zo) + f'(z0)(x — xo) + (x—x0)* + ... +

(@ —x0)"
Tu je na lijevoj strani neka elementarna funkcija f, a na desnoj polinom n-tog
stupnja napisan po potencijama od x — xg. Lijeva je strana to blize desnoj
Sto je x blize xo (za x relativno blizu z(). Takodjer, za fiksirani = blizu z,
lijeva je strana to bliza desnoj §to je stupanj n veéi. Ako n pustimo da ide u
beskonaé¢nost, dobit ¢emo jednakost

fll/(mo)
3!

f/l(xo)

o (iC—(E(])?)-l-...

f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — 20) + (z —x0)® +

(tri tockice oznacuju da se zbrajanje nastavlja prema istom pravilu i nikad ne
prestaje).

To je Taylorov razvoj funkcije f oko z( (to¢nije, Taylorov razvoj je desna
strana).

Tu je umjesto priblizne vrijednosti stavljena jednakost, ali je zato umjesto kon-
atnog reda (polinoma), sad na desnoj strani beskonac¢an red ("polinom beskon-
ana stupnja u potencijama od x — ) ").

Za koje r vrijedi jednakost u Taylorovu razvoju?
Jednakost u Taylorovu razvoju moZe, ali ne mora vrijediti za sve x iz podrudja
definicije funkcije f. Skup svih x za koje jednakost vrijedi zove se podrudje
konvergencije reda - razvoja.
Na primjer, za eksponencijalnu funkciju, sinus i kosinus, podruéje konvergencije
je skup svih realnih brojeva R.:
Dakle, sljedeée jednakosti vrijede za sve x:

e_14 7 2 a3

e’ = +ﬂ+§+§+...
Krace, e = 00 [ 2+

I 3 2P

blHI—x—g‘Fa—
Krace, sinz = 307 o (—1)" Gy

_1 2?2 ot
coszr = faJrﬂf

2n

Krace, cost = Zfzo(—l)”%

Da podruéje konvergencije moze biti manje od domene pokazuju sljedeéi
primjeri.
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Primjer 6. - geometrijski red - vrlo vazan red.
Odredimo Taylorov red funkcije f(z) := 1= oko nule.

1—x
Postupajuéi kao i prije, dobijemo:
=1+t +a5+ .
Red na desnoj strani zove se geometrijski red. Ta se jednakost obi¢no pise
tako da lijevo bude geometrijski red, zato §to je to kompliciraniji dio formule:

1

l+o+22+2°2+.. =
1—=z

Ta se formula Cesto zove: zbroj geometrijskog reda. Formula vrijedi za
—1 <z <1, tj. interval < —1,1 > je podruéje konvergencije, a kako je on
simetri¢an s obzirom na ishodiSte, broj 1 se zove radijus konvergencije.
Provjerimo formalno jednakost. Mnozenjem s 1 — z, vidimo da bi trebalo biti:
(1—2)1+x+2%+2%+..) = 1. Zaista,

Ql-—z)l+z+2>+23+..)=
A+x+2?+22+.)—a(l+az+22+23+..)=
A+zx+a?+22+.)—(r+22+23+..) =1
Zasto jednakost ne vrijedi za sve x iako "izgleda" da smo ga provjerili
za sve z7.

Uocite da smo pri "provjeri" koristili distribuciju mnozenja prema beskonaénom
zbroju, medjutim takvo pravilo opéenito vrijedi samo za konacan zbroj.

Primjer 7. geometrijski red - nastavak.
Uvrstimo redom umjesto x brojeve 2, 1, 0, %, , f%, 2, —1 u formulu za zbroj geometri-
jskog reda i provjerimo smisao.

Uoc¢imo, na pocetku:

1. U 1= mozemo uvrstiti sve z osim x = 1 (jer se tada pojavi nula u nazivniku).
2. Pri uvrstavanju u 14z + 2% + 23 + ... moze nastati problem jer treba zbrojiti
beskona¢no mnogo brojeva.

x =2, dobijemo: 1+2+22+42%+ .. = 15 5to nema smisla jer lijeva strana
ide u +00, a desna je —1. Zato 2 nije u podrucju konvergencije.

z = 1, dobijemo 1+ 1+ 124+ 13 4+ ... = ﬁ, Sto nema smisla jer lijeva
strana ide u +oo (5to nije broj), a desna nije definirana. Zato 1 nije u podrucju
konvergencije.

To se ipak malo razlikuje od prehodnog slu¢aja jer netko moze interpretirati %

kao +00, pa s obje strane jednakosti imamo +oo (problem je §to to nije broj).

z = 0, dobijemo 1+ 0+ 0% 4+ 0% + ... = 11, 8to je istinito (beskonaéna je
suma postala kona¢na). Zato je 0 u podrucju konvergencije.

x:%,dobijem01+%+2%+2%+...:ﬁ:2

To je istinita jednakost, jer zbrajajuéi ¢lan po ¢lan vidimo (sl.8):
1+i=g=2-1

11



1+i4+H=1I=2-1
At s,
1+2+2+23_8_2 8
4
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Opéenito:
I+i+ L+ +5=2-2L
pa lijeva strana tezi u 2 kad n tezi u +o00. To se piSe ovako:
1+§+2%+12%+...::
limy, oo (1 + 2 T At o) =
lim, 0o (2 = 57) =
2—-0=2.

x:—%,dobijemo1—%+2%+2%—...:ﬁ):§
To je istinita jednakost, u §to se mozemo uvjeriti zbrajajuéi ¢lan po ¢lan:

1 _1_2_ 1
- 2.7 3 6
1 1 3 2 1
—t4 il -0 _24 L
TETITEDEIE
S A T ST Wi SO

l-sti-st%=w6=3" =

Sad uo¢avamo pravilo (mogli bismo ga i opc¢enito zapisati) i vidimo da se zbra-

jajuéi sve vise ¢lanova priblizavamo prema %, malo s lijeva, malo s desna.

@ = —2, dobijemo 1+ (=2) + (=2) + (=2)° + ... = {5, ti.
1-24+4-8+16—..=3

Sto nije istinito, jer se zbrajanjem sve viSe ¢lanova, redom dobivaju brojevi:

1,—1,3,-5,9,—23,41, —... §to se ne priblizava ni prema jednom broju (nema

limesa). Zato —2 nije u podru¢ju konvergencije.

x = —1, dobijemo 1+ (=1) + (=1)2 + (-1)3 + ... = ﬁ, tj.
I—14+1-1+1-..=3
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Sto nije istinito, jer se zbrajanjem sve viSe ¢lanova, redom dobivaju brojevi:
1,0,1,0,1, ... §to se ne priblizava ni prema jednom broju (nema limesa). Zato
—1 nije u podrucju konvergencije.
Napomenimo da i uvoj nekorektnoj jednakosti postoji neki "prikriveni smisao".
Naime, pri zbrajanju, ¢lan po ¢lan, dobijaju se ravnopravno brojevi 1 i 0, §to
je, u prosjeku %

Kako se opéenito dokazuje da je podruéje konvergencije geometri-
jskog reda interval < —1,1 > i kako se izvodi formula?

Koristeé¢i formulu za zbroj konaénog geometrijskog reda:
1 l,n—i—l

— a1l

l—-z 1—=x

l+z+22+..+2" =

lako se vidi da geometrijski red ima smisla samo za —1 < < 1 i da mu je zbroj
= (jer se za —1 < z < 1 potencija 2" smanjuje sve viSe (po apsolutnoj
vrijednosti) i tezi k nuli).

Primjer 8. - Taylorov razvoj logaritamske funkcije.

Logaritamska funkcija nije definirana u nuli pa nema razvoja oko nule. Raz-
motrit ¢emo, stoga, razvoj oko zg = 1. Imamo:

f@)=Inw, f2) =1, f'(@) =%, f"(z) = L2, 1V (5) = — & i, opcenito

£ a) = (-1t L

mn

Zatoje f(1) =Inl =0, f'(1)=1=1, f"(1) = -5 = -1, f"(1) =& =
2!, fIV(1) = =2 = —3! 1, op¢enito

7o) = (o iy

Odavde dobijemo

Inz = (:Uf1)f%(x—l)QJr%(xfl)g—i—:(zfl)‘lJr...

=(r—1)— (1‘—21)2 + (37—31)3 _ ($—41)4 + .
ili, krace
1 — -1 n—1 (SC
nx nz::l( ) Y

MozZe se pokazati da je podrucje konvergencije reda za 0 < x < 2.
Vidimo da je to za 1 lijevo i desno od sredine intervala, pa broj 1 zovemo radijus
konvergencije (sl.9.).
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Primjer 9. Bez koristenja kalkulatora (ili nekog drugog pomagala) priblizno
izraCunajmo In 2.

Uvrstimo = 2 u formulu za razvoj logaritamske funkcije oko 1. Dobijemo

1 1 1
n2=1—--+-—-+..
2 + 3 4 +
Uocavamo da nam je potrebno zbrojiti mnogo ¢lanova (to je zato §to je red al-
ternativan - izmjenjuju mu se predznaci), kaZemo da sporo konvergira.
Koristedi se svojstvima logaritamske funkcije to mozemo izbjeéi ovako:

ln(%) _ Z(_l)n—lw — Z(_l)Qn—lﬁ — _ Z - 12

n=1 n=1 n=1

Sad, koristedi da je ln% =Inl—1n2 = —1In2, dobijemo

PN SO SR S P O T
-4 3-8 4-16 2 8 64 160 960

b

In2 =
M= 10

Dakle, zbrajanjem prvih 5 ¢lanova, dobili smo In 2 = 0.69, §to je to¢no na dvije
decimale. S prvih 5 ¢lanova alternativnog reda dobili bismo puno slabije:
m2~1-244-3+1=2T~078

Uocite da je ovdje podrudje konvergencije poluzatvoreni interval, za ra-
zliku od geometrijskog reda, gdje je to bio otvoreni interval. Napomenimo,
ipak, da uvrstavanje x = 0 u razvoj logaritamske funkcije oko 1 nije bez ikakva

14



smisla. Naime, dobije se:

1 1 1
n0=-14+-+5+-+..)

2 3 4
Red
1+ E + ! + E + ..
2 3 4
zove harmonijski red i nije tesko pokazati da je njegova suma 400, pa gornja
jednakost postaje In0 = —oo, §to matematicki nije potpuno korektno (jer u toj

jednakosti ne sudjeluju brojevi), medjutim, ta je "jednakost" odraz istinite ¢in-
jenice da se vrijednosti In funkcije priblizavaju —oo kad se vrijednosti argumenta
priblizavaju k 0, tj.

limlnx = —oc0

z—0

Taylorov red za logaritamsku funkciju Cesto se piSe tako da se umjesto x
stavi  + 1, odnosno umjesto x — 1 stavi z. Tako dobijemo Taylorov red oko
nule:

In(l+z)=z-— ’”—22 + %3 — ..., ili, krace
0 "
In(1 = D
R e

koji konvergira za —1 < z <1 (s1.10.).

d

/M
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